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Notations. 

+ Dans tout le problème, n désignera un entier naturel non nul et L désignera le corps des nombres réels R ou 
le corps des nombres complexes C. 

+ Si p désigne un entier naturel non nul et L'un corps, on note M,(L) l'ensemble des matrices carrées de taille 
p Xp à coefficients dans L; on notera Tr (M) la trace d'une matrice carrée M. 

+ On appelle I, la matrice identité de M,(L), qui est la matrice diagonale constituée uniquement de 1 sur la 
diagonale. 

- L'ensemble des matrices inversibles de M,(L) est noté GL,(L) et l'ensemble des matrices de GL,(L) de 
déterminant 1 est noté SL, (L). 

- Soit À un sous-anneau de L. On note M, (A) (respectivement GL,(A) et SL,(A)) l'ensemble des matrices 
de M,(L) (respectivement de GL,(L) et SL, (L)) à coefficients dans A. 

- Soit M € M,(L), on note x le polynôme caractéristique de M défini par xm(X) = det(X I, - M). 

- Soit ô E C\Q tel que D = 6? € Q. Dans tout le problème, on posera K = Q[6] = {a +bô|a,be Q}. 

- Pour tout a,b de Q, on pose a + 6b = a — 6b. 

- Pour x € K, on pose N(x) = xx. 

- Pour M = [ai jli<i,<p une matrice de M,(K), on définit la matrice M = [ji j<p- 

* On note Sy(R) l'ensemble des matrices carrées symétriques réelles de taille p X p et S5(R) l'ensemble des 
matrices carrées symétriques réelles de taille p X p ayant des valeurs propres positives ou nulles. 

- Soit E un espace euclidien muni d'un produit scalaire {-,-). Un endomorphisme u de E est dit symétrique si : 
Vx,YEE, (u(x), y) = {x,u(y)). 

- Pour m,n € Z, tel que m < n, on note [m,n] l'intervalle d'entiers relatifs constitué des éléments de 
l’ensemble {m,m +1,...,n—1,n}. 


Objectifs du problème. 


Après un questionnaire "vrai ou faux" et un exercice préliminaire, les parties du problème portent 
sur la recherche de solutions non nulles de l'équation matricielle X” + Y” = Z”, avec n un entier 
strictement positif. 

* La partie I traite de la résolution du problème dans S/(R). 

- Les parties IT à VII visent à discuter de l'existence de solutions dans SL:(Z), suivant les valeurs de 
n. 

- Dans les parties VIII et IX, à partir d’une solution (X, Y, Z) dans (SL(Q)}°, nous montrons comment 
construire une solution (X1, Y1, Z1) dans (SL(Q)}° telle que (X7, Y?,27) soit dans (SL(Z)}. 

Les parties I, IT, III et VIII peuvent se traiter indépendamment des autres, tout comme la partie VII 
en dehors de la dernière question. 


Vrai ou faux ? 


1. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses? On justifiera soigneusement les ré- 
ponses. 


(a) Soit n un entier strictement positif. 
Affirmation : "Il existe des matrices M et N de M,(C) telles que Tr (MN) # Tr (NM)." 


(b) Affirmation : "Deux matrices de M(C) ont le même polynôme caractéristique si et seule- 
ment si elles ont la même trace et le même déterminant." 


(c) Affirmation : "Les matrices carrées et symétriques à coefficients dans C sont diagonali- 
sables." 


(d) Soit p : A — B un morphisme d’anneaux. 
Affirmation : "Si o(a) est inversible dans B, alors a est inversible dans A." 
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Exercice préliminaire. 


2. Soit dun entier strictement positif. Soit P(X) = Xl ras Xl +... +apun polynôme de C[X] à 
coefficients complexes. On appelle matrice compagnon du polynôme P la matrice Cr de M;(C) 


suivante 
0 ... ... 0 —40 
1 0 : —41 
CP=10 1 
: 0 —4 3-2 
0 ... O0 1 -a7: 


En développant le déterminant xc,(X) = det(X 13 — Cp) par rapport à sa première ligne et à 
l’aide d’une récurrence, montrer que xc,(X) = P(X). 


3. Soit p un entier strictement positif et soit M une matrice de M,(C). 
(a) Étant donné un élément x quelconque non nul de C? on pose 


u = min{r > 1 | la famille {x,Mx,...,M' x} est liée dans CP}. 


i) Montrer qu'il existe un élément (a0,...,a,-1) de CF et une matrice N de WM,,_,(C) tels 
que la matrice M soit semblable à une matrice M’ de la forme suivante 


0 ... ... 0 0 * 
1 0 M + 
M _ 0 1 
: . 0 —du-2 * 
0 ... O0 1 —du-1 * 
O ia ON 


où les + représentent des lignes d'éléments de C et les O représentent des colonnes 
nulles. 


ii) Montrer que xm(M) x = 0. 


(b) Montrer que xu est un polynôme annulateur de M. 


Problème. 


l. Exemple dans S,(R). 


Soient n et p deux entiers strictement positifs. 


4. Soit À une matrice de S,(R) et soit a l'endomorphisme de R? dont la matrice relativement à 
la base canonique de R? est À. Montrer que 4 est un endomorphisme symétrique de R?. 


5. Soit S € S,(R). Démontrer que $ est une matrice de S; (R) si et seulement si 


VY € M,1lR), ‘YSY > 0. 
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6. Démontrer que pour toutes les matrices $ et T de S;(R), la matrice S + T appartient à S'(R). 
7. SoitS € S; (R). Montrer qu'il existe une matrice R de S; (R) telle que R" = S$. 


8. Soient S € S; (RjetUe S; (R) telles que U” = S. On note s et u les endomorphismes de R? 
dont les matrices relativement à la base canonique de R? sont respectivement S et LU. Soit 
{A1,.…., A4} le spectre des; pour ï élément de [1,41], on note E};(s) le sous-espace propre associé 
à la valeur propre À;. 


(a) Soit i € [1,9]. Démontrer que u induit un endomorphisme symétrique sur Eà,(s). On 
notera cet endomorphisme ;. 


(b) Soitie [1,q]. Démontrer que YA; est la seule valeur propre possible de u;. 
(c) Démontrer que l’endomorphisme u est unique. 
9. Soit S € S;(R). Montrer qu'il existe une unique matrice R de S;(R) telle que R" = S. 
Étant donnée une matrice S de S;(R), on notera R = VS, l'unique matrice de S;(R) telle que R" =S. 


10. Démontrer que l'application 


pv L SR} > {&X2e (SR) |x"+v 27") 
Vun + (VE VW, Vu) 


est une bijection. 


Il. Si nr = 0[4], l'équation X” + Y” = 7’ n’admet pas de solutions dans SL; (2). 


11. Soit M € SL:(2). Démontrer que Tr (MS) = Tr (M) — 4 Tr (M? + 2. 
12. En déduire que l’on a Tr (M) = 2[8] ou Tr (M) = —-1[8]. 


13. Démontrer que l'équation X+ Y# = Z{ d’inconnues X, Y et Z n’admet pas de solutions dans 
SL)(Z). 


14. En déduire que si 4 divise n, alors l'équation X" + Y” = Z" d’inconnues X, Y et Z n’admet pas 
de solutions dans SL:(Z). 


Il. Le corps K = Q[6]. 


On pose 
.S K — K 
Pr bz 
15. Démontrer que K est un Q-espace vectoriel dont on précisera la dimension. 


16. Démontrer que K est un sous-corps de C. 


17. Démontrer que @ est un isomorphisme de corps. 


Q — C 
18. (a) Démontrer que l'application w : on + Ô est injective. 
À 0 


(b) Démontrer que + 0€eK\ oi} est un ensemble infini. 
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IV. Matrices de M, (K) conjuguées à une matrice de W,(Q). 


Soit p un entier strictement positif. 

19. Démontrer que si À et B sont des matrices quelconques de M,(K), alors on a la relation 
AB= AB, 

20. Soit F € M,(K). Démontrer que F appartient à GL,(K) si et seulement si F appartient à GL,(K). 
Dans ce cas, démontrer que l'on a (F) =F-1. 

21. Soit X € GL,(K). 
(a) On suppose qu'il existe une matrice F de GL,(K) tel que X = F(F) ", Déterminer la matrice 

XX. 


(b) On suppose que XX = 1,. 
Pour tout élément © de K, on pose F(0) = O1, + EX. 


i) Montrer qu'il existe un élément ©, de K tel que F(60) soit inversible. 
ii) En déduire, pour ce 60, que X = F(6o)(F(60)) …. 


(c) Soient À,B € M,(K). Démontrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes : 


i) Il existe une matrice F de GL,(K) telle que les matrices F TAF et F-ÎBF appartiennent 


à M,(Q). 
X"TAX = A 
ii) Il existe une matrice X de GL,(K) tel que : X"IBX -B 
XX =1, 
: À 0 a b _— _ 
22. Soient À = o 1) B = 5 à deux matrices à coefficients dans K. On suppose que À 
n'est pas élément de Q. 
, : à | X-IAX=A . . 
(a) Soit X € GL:(K). Démontrer que X vérifie les relations XX =] si et seulement s'il 
= 


0 


(b) On suppose qu'il existe une matrice F de GL(K) telle que les matrices F-TAF et F-1BF 
appartiennent à SL2(Q). 
Montrer que l’on a det(A) = det(B) = 1 et d = ñ% et en déduire qu'il existe un élément x de 
K tel que l’on a Na) — 1 = N(x) (c'est-à-dire aa — 1 = xx). 


existe un élément v de K \ {0} tel que X = (1 à 
ñ 


V. Conditions pour qu’une somme de matrices de SL,(Q) soit dans SL;(Q). 


Soient « un élément de Q et un élément de C \ Q tels que a? = 1 = 6, 


a+ô 0 a b Tr (B:1) 
23. Soient À; = ( 0 … ;) et B1 = ( :) deux matrice de M(K), posons m1 = 5 
2 1 
On suppose que det(B:1) = det(A: + B;1) = 1. Démontrer l'égalité a — d = TR 
24. On suppose qu'il existe deux matrices À et B de SL:(Q) telles que Tr (A) = 2a et det(A + B) = 1. 
Tr (B) 
Posons m = > 


À. -æ=56 
(b) En utilisant la question 23. et la question 22b., montrer qu'il existe un élément x de K tel 
que l’on ait 


(a) Démontrer que dans M(K), la matrice À est semblable à la matrice A; = (° ci 0 ) : 


12 2 2 
dmts) == Dm -1 
(am+:) _ =D) 
(c) Démontrer que le résultat de la question précédente est équivalent à l'existence d’un 
élément y de K tel que 


1 2 
(am+ +) -@2- 0-0 = No =. 


Dans la suite du problème, on admettra que ce résultat reste valable si à appartient à Q. C'est-à-dire 


qu'étant donné un élément à de Q et des matrices À et B de SL:(Q) qui vérifient Tr (A) = 2a et 


det(A + B) = 1, alors si m = Lo il existe deux éléments u et v de Q tels que 


2 
(am + :) — (a? — 1)(m2 — 1) = 2 — (2 — 1). 


VI. Si n = 0[3], l'équation X’ + Y” = 7 n’admet pas de solutions dans SI; (Z). 


25. (a) Soit x € Z. Déterminer les classes de congruence de x° — 3x modulo 9. Pour chaque classe, 
on explicitera un représentant. 


(b) Soit M une matrice de SL(Z), démontrer que l’on a Tr (M) = (Tr (M)} — 3 Tr (M). 


(c) Soient A,B et C trois matrices de SL(Z) qui vérifient la relation A + B$ = C$. 
On suppose que parmi les nombres Tr (A$), Tr (B°) et Tr(C*), au moins l’un d’entre eux 
n'est pas divisible par 9. 


i) Montrer qu'il existe trois matrices A1,B1 et C1 de SL2(2) telles que A + B = (ee 
Tr (AŸ) = O[9], Tr (BŸ) = 2[9] et Tr (C$) = 2[9]. 


> e e 
Etant donnée une matrice M = [ai jl1<2, je de MU(2), on note M = [a; l1<2, j<2 la matrice de 
Mi(Z/32) où üi est la classe de a; ; dans Z/3Z. 


ii) Dans Z/3Z[XT], démontrer que les polynômes caractéristiques de B1 et de C; sont égaux 
à (X—1}. 


ii) Dans W(Z/32), démontrer que chacune des matrices B1 et C1 est semblable à une 


matrice de la forme L 1) , avec k un élément de Z/3Z. 


iv) Montrer que (A:)° est égale à 0 la matrice nulle de M,(Z/3Z), en déduire une contra- 
diction. 


Nous venons de démontrer que si trois matrices A, B et C de SL,(Z) vérifient A3 + B3 = C5, alors 
on a Tr (A$) = 0[9], Tr (B$) = O[9] et Tr (CS) = O[9]. 
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26. 


27. 


28. 


29. 
30. 


31. 


32. 


Soient « et m deux éléments de Q tels que 2a et 2m appartiennent à Z et qui vérifient les 
relations 24 = 0[9] et 2m = 0[9]. 
On suppose qu'il existe deux éléments x et y de Q tels que 


2 
(am + ;) — (a 1) -1)=x-(@-1)y (©. 


On note alors d le plus petit entier naturel non nul tel que x = 3 et y = 5, avec r et s des 
éléments de Z; on admet alors que 


d? |(4am + 2)? — ((2a)° — 4) ((2m)° — 4)] = (4xd) — ((2a)° — 4) (2yd) (++). 
(a) Démontrer que l’on a 
[am + 2)? — ((2a)° — 4) ((2m)° -4)] = 6[9] 
et 
(4xd)? + (2yd)? = O[3]. 
(b) Montrer que l’on a 4xd = 0[3] et 2yd = O[3]. 
(c) À l’aide de l'égalité (++) montrer que 3 divise d. 
(d) En déduire une contradiction sur la définition de d. 
Soient « et m deux éléments de Q tels que 2a et 2m appartiennent à Z et qui vérifient les 


relations 24 = 0[9] et 2m = 0[9]. 
Montrer qu'il n'existe pas de matrices U et V de SL,(2) vérifiant 


Tr (U) = 2a,Tr(V) = 2m et det(U + V) = 1. 


Montrer si 3 divise n, alors l'équation X” + Y" = Z" d’inconnues X, Y et Z n’admet pas de 
solutions dans SL:(Z). 


VII. Recherche de solutions de X” + Y” = 7” dans 
SL, (2) si n n’est pas divisible par 3 ou 4. 


Soit k e N° et soit p € N°. On dit qu’une matrice M de M,(R) est k-périodique si MF = L,. 
Soient À = é ) B = æ à) et C = —-l2 trois matrices de SL,(Z) qui vérifient la relation 
ABC, 

Montrer qu'une matrice k-périodique est diagonalisable dans M,(C). 


(a) Déterminer toutes les matrices X de SL2(Z) qui vérifient Tr (X) = —1 et X? = A. 
Montrer que ces matrices sont 12-périodiques, 


(b) Déterminer une matrice Ÿ de SL2(Z) qui est 12-périodique et qui vérifie la relation Y? = B. 
(c) En déduire au moins un triplet (X, Y,Z) de matrices de (SL)(Z)}, constitué de matrices 
12-périodiques, tel que X? + Y? = 72. 
Soit n = 2[12], montrer qu'il existe au moins un triplet (X, Y,Z) de matrices de (SL(Z)) tel 
que X7 + Y" = 77. 
En déduire, lorsque n = —2[12], qu'il existe au moins un triplet (X, Y,Z) de matrices de 
(SLa(Z)) tel que X" + Y" = 7". 


33. 


34. 


35. 
36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


Lorsque n = 1[6] ou n = 5[6], à l’aide des matrices À et B déterminer des matrices X, Y et Z de 
SL(2) qui vérifient la relation X" + Y" = 77. 


Suivant les valeurs de l’entier strictement positif n, discuter l'existence de matrices X, Y et Z 
de SL2(Z) qui vérifient la relation X" + Y”" = Z". 


VIII. Réseaux de Q”. 


Dans cette partie, n et m désignent deux entiers naturels non nuls. Soient v1,…,v,, des éléments 
non nuls de Q", posons 


m 
R = Zi +... + Zom = De | ki, km € z| 


i=1 
Sin >2,onnote 


O1 X {0} = {an y Xn-1, 0) | X1,.., Xn-1 € o}. 


Démontrer que R est un sous-groupe additif de (Q”, +). 


Sin = 1, montrer qu'il existe un élément r de Q tel que 
R=rZ={rk|kez). 


Ce r est-il unique ? 


Q 


ne 1: : PE 
. Montrer qu'il existe un élément w de R 
best 


On suppose n > 2, posons 7 : { 


tel que 
TR) = r{w)Z = {n(w)k|k Ee Z}. 


Dans la suite de cette partie, si r(R) = {0}, on prendra w = (0,..., 0). 


Soit x un élément de R et w un élément de R défini comme dans la question précédente. 


(a) Montrer qu'il existe un couple (g, x) de Z x (R N(Q""1 x {0})) tel que x = qu +X. 


(b) Démontrer que X est unique. L’entier g est-il toujours unique ? 


Démontrer que l’on a 


m 
RN(Q"TT x {0}) = Zor +... + Zn = D ki, Km € 2) 
i=1 
où les éléments v1 , 0 de R sont définis comme dans la question précédente. 
Montrer par récurrence sur la dimension de Q”, qu'il existe des éléments w1,...,u, de R tels 


P 
que pour tout x de R il existe un unique p-uplet (k1,...,k,) de ZP vérifiant x = Ÿ, kiui. 
i=1 
P 
Une telle famille (u1,…,u,) de R est appelée Z-base de R, on notera alors R = & Zu. 
i=1 
Supposons que vecto(v1,.…,Um) = Q". Si (u1,..,u,) est une Z-base de R démontrer que 
(11, .…, up) est une base de Q" et que p = n. 
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42. 


43. 


IX. Condition pour que certains sous-groupes de S1;(Q) 
soient semblables à un sous-groupe de SL;(Z). 


Soit p un entier strictement positif. Dans cette partie, on identifie M,1(Q) et Q?. On note 


(e1 


,…, €p) la base canonique de QP et on admet que (SL,(Q), .) est un groupe. 


Soit G un sous-groupe multiplicatif de (SL,(Q), .) tel qu’il existe un entier strictement positif 
d vérifiant 


VM € G, dM € M,(2). 


Soit H le sous-groupe additif de (Q?, +) engendré par les éléments Me;, avec M une matrice 


de 


G et i un élément de [[1,p]; c’est le plus petit sous-groupe de (Q?, +) contenant l’ensemble 


{Mei |MeG,ie [1,p]l} et il peut s’écrire sous la forme suivante 


où 


sr 


(a 


(b) 


(c) 


(d) 


(e) 


(f) 


H = {ur + yo +. + ya | 9 E N°, V1, V2, Va € M} 


M = {Me IMeG,ie [,pl} U {-Me IMeG,ie [,pl} U {0}. 


Démontrer que les vecteurs e1,.….,e, appartiennent à H. 


Démontrer que H est stable par G, c'est-à-dire que l’on a 
VMEeG,VheH, MhEeH. 


Soient M € Get j € [1,p]l. Montrer qu'il existe des éléments r1,...,r, de [0,4 — 1] et des 
éléments g1,.…,qv de Z tels que 


P P 
1 
Me; = ) qiei + 4 ) Tiei. 
i=1 i=1 


Montrer qu'il existe une famille génératrice (v1,...,v:) de Q? telle que 


m 
H = 720 +...+72v, = De | K1,..., km € 2) : 
i=1 


En déduire qu'il existe une base (u1,..., u,) de Q? telle que 


p 
VME G, Mu; € Zu +. + Zup = Ou | ktrss pe 2} ; 
i=1 


En déduire qu'il existe une matrice F de GL,(Q) telle que 


VMEeG, FÎME e SL, (2). 


Jusqu'à la fin du problème, on se place dans le cas particulier p = 2. 


Soient À et B deux éléments de SL2(Q) et soit G le sous-groupe (multiplicatif) de (SL:(Q), .) 


engendré par À et B. C’est le plus petit sous-groupe de (SL:(Q),.) contenant A et B, il peut 
s'écrire 


G= {a Q2.…. Q | p EN, Q1, Q2… Qp € (b,A,B,A7,B-1)}. 


Ne 


On considère K le sous-groupe additif de (W(Q), +) suivant 
K = Zl + ZA + ZB + ZAB + ZBA + ZABA + ZBAB 


que l’on peut écrire 
K= {kb + A + kB + KAB + K5BA + kABA + kyBAB | ki, … kr € z}. 


On suppose de plus que Tr (A), Tr (B) et Tr (AB) appartiennent à Z. 


(a) Démontrer que A7! et B”1 appartiennent à K. 
(b) Démontrer que G C K. 


(c) En déduire qu'il existe un entier strictement positif d tel que 
VM e G, dM € M(2). 


44. Soient A,B € Sl:(Q). 
(a) Montrer l’équivalence entre les deux propositions suivantes : 
i) Il existe une matrice F de GL2(Q) telle que F-TAF et F-'BF appartiennent à SL2(Z). 
ii) Ir (A), Tr (B) et det(A + B) appartiennent à Z. 


(b) Soit n un entier strictement positif. Soient X, Y et Z des matrices de SL2(Q) telles que Tr (X) 
et Tr (Y) appartiennent à Z et qui satisfont la relation X" + Y" = 77. 


Montrer qu'il existe une matrice F de GL2(Q) telle que X1 = F'1XF, Y1 = F \YF et 
Z1 = F1ZE, avec X7, Yi et ZŸ qui appartiennent à SL:(Z) et XY + YT = Z. 


FIN DU SUJET 


